



Ray Optics and Quaternion 
Shuichi Kawabata 
Quaternion was invented by William Rowan Hamilton in 1843. Quaternion is a number 
similar to vector. Although the quaternion algebra is very useful in Ray optics, it is not 
familiar to us. Quaternion and its algebra are introduced in the paper. And some applications 
of the quaternion algebra to the field of ray optics are shown. 
１．はじめに（Introduction） 
四元数(Quaternion) は 1843 年 10 月 16 日、Ireland の William Rowan Hamilton によって考案され
た“数(number)”である。実数(real number) は直線上(line)の点として表され、複素数(complex number)
は平面上(plane)の点として表すことができる。一方、四元数は空間の点（a point in space）を表すこ
とができる。 
Real number ⇔  Line
Complex number ⇔  Plane
        Quaternion ⇔  Space
ここでは、四元数の基本とその代数(algebra) について説明する。そして、光線光学（Ray Optics）
への応用（application）について報告する。
（After mid 1880’s, Gibbs, Heaviside and Helmholtz had developed Vector analysis apart from quaternion.） 
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0* ppppppp +++=×= を p  の大きさ（norm）、   －（３） 


















である。従って、四元数 qp, の Hamilton product は
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となる。 
 ここで、 000 == qp の場合（pure imaginary）、四元数 qp, の Hamilton product は 
vvvv QPQPqp
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´+·-=Ä )(                       －（５*） 
である。 
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３．四元数の応用（Applications of the quaternion） 
 四元数を用いると、ベクトルの回転を容易に行うことができる。 
Fig.１に示すように、ベクトル r を軸n（ 1=n ）の回りにWだけ 









(cos' W×-WÄÄW×+W= nrnr      －（７） 
と表すことができる。そこで、 



























































































































の周りに q2 だけ回転させるときの行列の式に他ならない! 
 
３-1．反射の法則（The low of reflection） 
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となる。 

























































































































Fig.1 The rotation of the vector 
 
Fig 2 The law of reflection 
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３-２．光線の連続反射（Successive reflections of the light） 
















                                       －（10） 
上式（10）より、最終的な反射光の方位ベクトルを求めることが出来る！ 
 さらに、入射光線の方位ベクトルと鏡面の法線から、光学系の入射面における p-方位も求まる。 
 
４．拡散光束（Divergent light beam） 
 まず、光線が角γで拡散する円錐光束 iS

について考察する。   g  














































Plane of incidence  
Plane of incidence  
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４-１．等入射角曲線（Equi-angle of incidence curves） 
 次に、拡散光束が入射する平面上で、入射角が一定となる 
場所の座標を求める。（Fig. 5） 
 まず、拡散光束に垂直な平面（ yx- ）を考えると、 
その yx- 平面内での光束は円となる。 



























































































































































































































（Successive reflection by twisted mirrors） 
（２） 鏡の捻じれによる入射面の変化 
（The p-direction in the successive reflection by twisted mirrors） 
（３） 拡散光線とその入射角 
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